

































































｡(r,lh） ｡(ハＩＩＪ）+exp(－nrJl1)(‘(r､Ｓ）- ）l-exp(－rlb） l-exp(－ｒｌｂ）
となる。いまある〃ＯｚｌとＳｂＥ[０,'0］にたいして〃｡'｡＋Sb二Ｍr)とする。
そのとき
の(',（"｡±1)/b＋sb)この(応〃Ｍ１＋sb）
であり，したがって
,(rJi1）`(',sb)＝
１－exp(-r(１）
となる。この式からさらに
｡(ハノb）Ｗ)＝｡(r,"｡『｡＋Sb)＝ ｚＯ
I-exp(－ｒ（）
となり，これより「すべての負でない整数〃にたいして〃lb＋sbeMr)」と
なる。またこの場合の(r,ノ0)≠Ｏである。何故ならば，もし｡('''0)＝０とす
るとＷ(r)＝０となるが一方，α＝max{に(０，'｡)；ｘ(')＝O}とおくと
－０－
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となり，これは矛盾である。このことの対偶をとれば
「のに、)二ｏならばＤｂ,。｡]ｎ〃(r)＝０」
となる。しかし式(1)から｡ｏＥＭ(ひである。したがって次の結論を得る。
Ｆact(1)。めい町)二０ならばＭ(r)こ[0,町]である。
次に｡(Ｚ向)＞Ｏとする。max{○化ｊ)；Ｏ二ｒ二町}＝①(ＺＳＤを満たす
she[0,ｌｂ]にたいし，
`(７，lb）,(r,Sb)－ ＜0
l-exp(－rlb）
ならば(1)からめ(ｚ〃、＋sb)は〃に関して狭義単調増加となる。したがってこ
の場合はＭ(カー(｡｡}となる。さらに簡単な計算により次のことがわかる。
,(r,'b）ならばｗ)＝①(ｚｓｂ）かつ，すべての負でFact(2)。‘(７，sb)＝
１－exp(－rlb）
ない整数〃にたいして、b＋sbE〃(Ｏであり，
‘(r,so）ならばＵＯ)＝①(,１，ｓb）かつ，〃O)ｃ(0,町）である。，(r,sb)〉
l-exp(－『b）
また容易に分かるように
Fact(3)。「ｏｏｅＭ(かかつ胚(r)＿{｡｡}は空でない有限集合」という場合は起
こらない。
さて以上は周期関数の場合の一般論だったが簡単な例で計算してみよう。
例１くい薑1十sin,_:c･卿,とおく｡この場合
ｎ…‐l-exp((－２府)） (Ｉ＋ｒ－１ｒ２）２｡('’２兀)＝ （ｌ＋ｒ２）
であるから，｡(脇２汀）＝０であるための必要十分条件は，ｒ＞Ｏを考慮すれ
ば,ｏ<'<'十だとなる｡またこのときはSF:両である｡さらに
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叱許ﾄr…,作 １ ((-'号')．"(-:耐')…'一;『`）,(1＋'2）
であるから
‘(r'2兀）,化学)-,_cxP(-21m,）
となる。以上のことから次の結論を得る｡
>Ｏ－ｒ〉２
３
０＜ｒ＜２
３(｡｡)，
(飾肝:…↓2…)， ２－３一一ＪＭ(r)＝
(学） ２くｒ≦'十行３
ｌ一旦ｒ
Ｌ＋一旦ｒｌ＋ｒｚ
フニ１）
く一ｒく（Ｕ
Ｕ(r)＝ １－』,oxp(-芽『）蒜+,(Ｍ(-吋》＋・’－７ ２＜ｒ≦１＋Ｖ３戸３
次に'〉l＋何のときを考察する。
’一』,oxP(-許）ﾙ)十歳＋ 八Ｍ(－１壱'）
とおく。／(1＋V3)〉0,/(4)〈Ｏであることはすぐわかるが，ｒ〉]＋西のと
きの／(小の零点はただ一つであることが次のようにして分かる。
ﾙ'薑o-exP(-芽,)薑『:吉｡
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である力…(‐:派')は『に関して狭輔減少.'二告ﾕは,に関して狭
義単調増加である。したがって「〉I＋何では／⑥＝ｏはただ一つの解を持
つ｡それを,､とおくと川に(0:耐)…のとき川)＝'0}となる。
以上を整理すると，ノＶ(Ｏ及びＵ(r)は次の通りである。
(｡｡〉，Ｏ＜ｒ＜２３
(2,,号､;''=0J川)，，ユ３
(:施）』<鵬三Ｍ３
(｡；瀝Ⅲ’-Ⅷ
{0）γ＞、
〃(か＝
２
３
２
３心
、
く一く
ン
一
ン
姉
７
３
－
２
＋
兀
２
３
’
２
ｒ
一
十
Ｘ
ｒ＋
凶２｜峠円２一昨
十
十
９
１
’
７
ｌ
ｌ
ｒ
０
Ｕ(r)＝
この例では，ｏ＜r=んの範囲では皿仙は狭義単調減少であるが'二、では
`垣等的に零である。ちなみに、の近似値は2732055である。Newton法によ
るこの近似計算は次の通りである。
ｆに]＝1/r＋(1-3/2r)/(1＋rへ2)＋E(－３/2Pir)(－１＋3/2r)/(r(1＋rへ2)）
ａ＝２５；、＝７；
ＤＣ[a＝a-fIa]/fIaL［､]］
Ｎ[a,７］
2.732055
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また／(r)，Ｗ(、のグラフは次のようになる（Figl)。
ＧＺａＰｈｏＺ２
０．ユ
０．
0．０
－０．０
巾[二】■繩icb[Ｏ<ｒ＜２ノコパユノｚ”（ユーコｒノＺ）ノ（ユ◆＝へＺルユノコ＜汚くＺ｡７．０
（ユノｒ)◆（ユーコｒノＺ）バユ◆ｒへ２）◆（■へ(-．Ｐｉｒノ２）（－１＋３ｒノュ)）ノに（エ◆ｒヘユ)几正＞Ｚ.７３，ｏ】
P1ｃｔけにル（ｒ，Ｏ『ユO川Ｐﾕ。七四bcユー＞・ウー】
砂
ユ
ユ
Fｉｇｌ
次に，周期関数ではないがある種の周期性をもつ関数を考える。
例２（"－１〃＋2)二／≦"("＋3）（"＝1,2,…)をみたす／に対して，
ｘ(O＝－Ｍ－("2＋2"－１）｜＋〃
で与えられる関数を考える。
x(')＝－｜『－("2＋4"＋2)｜＋〃＋１ヴ〃("＋3)二ノー("＋1)("＋4）
－９－
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／、
Ｐ／ ２
〃＋
積分を実行することにより，
exp(-3r)－２exp(-2r)－’＋］ＴＩＭ=lr僅帆-川M－ ｒ２
に「 exp(－〃).r(『)dノＴ(恥ｒ):＝
exp(-(,,z＋3,,-巾）
(exp(-(2"＋4)r)-2exP(-("＋班)+Zexp(-')－１）（n二1）ｒ２
を得る。またこれらの関数から分母の′を取り去ったものをそれぞれ，
/(0,ｒ),／(",ｒ)，さらに
減
Ｆ(,ﾙr):＝Ｚ/(A,r)2exp(-,)-1,Ｆ(r)＝Ｚ/(A,｢)＝ＩｉｍＦ(恥,)，
』＝Ｏ ムーＯ 〃－ヤー
ｏ(",ｒ)＝exp(一(2"÷4)')－２exp(－("＋3))･)＋2exp(一r)－１
とおく。〃を連続変数とみてｏ(",ｒ)を〃で微分すると，，＞０であるから，
鶚=-2,鍬p(-'2,1Ⅶ)-2,exp(-Ｍ卜2雁xp(‐',,+]ﾙﾙﾊﾞ,(~'’'十,ﾙ))>0
となる。したがって○(",'４)は〃に関して狭義単調増加である。そこでcxp
(－２r)＋exp(－r)－１＝Ｏをみたすｒをr,(＝0.481)，２exp(－r)－１＝Ｏをみたす
ｒを腕(＝0.693）とすると，０＜'二ｎのときｏ("，ｒ)＞ｏ(１，ｒ)二０（〃＞l)，
'三庇のときび(",')＜０となる。関数ＨＯの変化の様子を見るために（5,ｒ)，
F(10,ｒ),Ｈ１00,ｒ),Ｒ(200,,.)の４本のグラフ及びそれらを同一平面上に描い
たものを見ることにする（Ｆｉｇ２)。
－１０－
K､Ｊ・ARROW,DLEVHARIの定理の拡張に関する更なる考察について（渡辺）
２【聖，エル■へ(－(ロヘコ＋コローユ）ｒ”（■▲(‐(Ｚｎ＋ｄ）ｒ）－コ■へ（－(、＋。）ｚ）＋２■へ（－r）－l）
■
P風【こ=】oZ2Dc『童】･囚へ(-3竃)-2屡へ(-2重)-暉・ユ
世ユ
ロユ■Ｐﾕ･上[ＦＳ[rＬ（ｒ，Ｏ〃０．７卯Ｐﾕ｡ヒエ△bo1-＞悼璽■ＣＯ２ｎ口５吋】
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■GraPhユｃＢ－
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Fｉｇ２－１
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ｃａａｅｏ２ｎ＝２００
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●
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・GraphユｃＢ－
Ｂｂ函【ﾛﾕ，ロ２，ａ｡，ａ６，Ｆﾕ｡t唾bc1-＞・nPPr･ｏ２Ｐに)ﾛ，】
Jhppr･ＣＥＦに）
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０
０
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●
●
０
０
０
０
０
０
０
●
●
●
Ｃ
Ｏ
０
０
０
一
｜
』
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－ＱｒａｐｈｉｃＢ。
Fｉｇ２－２
これらのグラフから（,．)は0.4から0.5の間で唯一つの零点を持つことが分か
る。その正確な解析は次の通りである。関数（,)はｒ＞０の範囲で広義一様
収束であるから項別微分可能である。そこで関数
Ⅲ(0,ｒ)＝－３exp(－３r)＋4exp(－２r)－１
"(",〃＝－("2＋5"＋3)exp(－(2"＋4)r)＋2("2＋4"＋2)exp(－("＋3)r）
－２("2＋3")exp(－，)＋"2＋3，１－１（"二1）
を0.4＜ｒ＜0.5の範囲で考える。このとき1.21＜Cxp(－r)＜1.34であること
から，上記関数はいずれも負であることが分かる。また
ａ/10,r）ｑ/P(仏r）
－ヨテーロ(0,ｒ),－３７－＝Iバルｒ）
－１２－
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であるからＲ(かはこの範囲で狭義単調減少となる。これらのことからＨＯ
は0.4＜７＜0.5の範囲で唯一の零点を持つ。この零点を殉とおく。それ以外
に零点がないことも同様の考察で分かる。
F1(10,7),尺100,,),Ｆ(200,ｒ)の零点の近似値は次の通りである。
fIn-,ｒ－]＝Ｅ(－(､へ2＋3,-1)r*(Eへ(－(2,＋4)r)－２Ｅ(－(､＋3)r)＋2Ｅ(一r)－１）
flL]＝Ｅ(－３r)－２Eへ(－２r)－r＋１
IID
FIO(r)＝Ｚノ(k,r)+ル）
A=Ｉ
ａ＝0.4；、＝１０；
DC[a＝a-F10[a]/F10Ta]，［､]］
Ｎ[a,１０］
0.4530613185
lDO
F1oo(r)＝Ｚ/(A,r)+/('･）
&＝Ｉ
ａ＝０４；、＝１０；
DC[a＝a-F100[a]/F100Ta]，［､]］
Ｎ[a,１０］
0.4530613185
ZDO
F20o(r)＝ヱノ(A,ｒ)+ル）
ムーＩ
ａ＝０４；、＝１０；
DC[a＝a-F200[a]/F2001[a]，［n]］
Ｎ[a,１０］
0.4530613185
"が10,100,200の場合についての零点をNewton法で計算させたものが上記
－１３－
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の数値である。
さて，ｏ(",、の〃に関する単調性から，０＜７＜ｎならばＭ(か＝{｡｡)，Ｍ殉）
＝{０，。｡)，γ＜随ならば１Ｗ)＝{0)となるのは明らかである。また，殉く′＜庇
を満たす任意の７にたいし，ある〃o＝"o(､があって，〃="0ならば｡("'かは
正となる。これらのことと，尺りくＯという事実から，１Ｗ）＝(O}であること
が容易にわかる。即ち，
州-|随１
Ｗ'一僻甚１
となる。Ｗ(r)を〃＝10,100で近似したグラフ及びそれらを同一平面上に画い
たグラフは次の通りである（Fig3)。
、12卯立２[兜，二］■Ｚへ（＝(、へＺ＋３，－１）エル(西公（－(２，＋凸）ｒ〕－２■へ（－(F1＋３）ｒルユ日へ（－r）－ユ）
ml3JU＝垂[二形日へ（－コｒ）－２■▲（－２ｒ）－ｒ＋エ
ａユ■Ｐﾕｏｔ[万ﾕＯは］仁へ。，（ｒ'０.エ，０．７川Ｐﾕo七画bc1→０，ｃａＢｃｏｇｎニユO碗】
已旦旦色･Ｚｎ＝10
out(｣OJ--GraPhﾕロロー
Fｉｇ３－１
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、[｣ZjF■ａ２ｎｍｃｔ【rﾕ００[ｒ】ノｒへ２，に，０.ユ，０．７川PLotXabc1-＞,oc已曰ｃｏ２ｎ■ﾕ００口］
Ｃａ曰白◎玉、＝ユ00
out【ﾕ２Ｊ＝■q工aＰＭＣ□．
Ｆｉｇ３－２
Ｂｂ函Iaユra2DPlotｴﾆbcユー＞輸汎PPr･･どゅ的】
nPPr.◎置山
－ＧｒａＰＭｃｐ。
Fｉｇ３－３
さて〃(ひに何も条件をつけない場合どうなるだろうか。それを次の節で考
察する。
Ⅲ集合Ｍ(7)が一般の場合
論説[２]で本質的に修正の必要な箇所は補題４であり，それ以外はほとん
－１５－
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ど形式的な修正だけですむ。また定理１のなかで述べた事実を補題４とする
ことにする。ここでは補題４'，補題５（[２］では補題４）と定理１以外は
証明なしで述べることにする。
ii'i題1.任意の正数ﾙにたいして〃xpI-"肱(Ｍは絶対収耐る。
補題2｡任意の正数'bと､へ収束する列け及びあるｎｚ０と,ｎへ収束
する列(z}にたいして）唾｡(恥z)=｡(肺７６）が成立する。この補題はTb=.｡，
Ｚ＝｡｡の場合でも成立する。
補題３。任意の正数,bにたいしｍｉｎｄ'0b,刀が存在する。
ＴＥＭ(nJ
補題４。 皿('b)＝1J,('１－０)＝ｍinの『('b,Ｄである。
７ＥﾉＷｈ）
補題４i。任意の正数,bにたいしmaxのい,刀が存在し，
にＭ(代）
１V('１)＋ﾉi）－Ｖ(）i)）Ｖ('b+0)=Ｖ+('b)=胸]璽。 ｈ
である。
maxの『(ｍＤ７ＥＭ胸）
略証。’昨晋癒らば
’…)･蝿,-''三与僅"(等ﾙ…(鱸）
であるから，７(んにＭ(F､＋〃)にたいして
ﾄＭ－Ｍﾘｰﾙいり|薑r剛…)|鰯,MM-''しい'“
等肝,(÷ﾙM'し,譽筈べ脇！
となり，これよりあるＴＥＭＵｂ)があって
－１６－
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Ｖ('b＋ｈ）－Ｖ(Fb） ≦｡('６，７.）#]iＭｐ ハ
となる。次に，任意のｎｅｊＷｂ)にたいして不等式（＊）から同様にして
Ｗ('､＋A)二○(肋十〃,76)≧の(、,刀)＋ﾉ）の,(､,刀)－Kh2
となる。したがって
］iminfv('h＋力)－１１J('b）三､('１]’7b）A→＋〔） ｈ
であるが，７６ＥﾉＷb)の任意性から補題4,か直ちに従う。Ｑ､Ｅ、、
補題５。任意の正数,bにたいし，
(1)１F(､)＞Oならば，ある正数ｃがあって任意の7ｂＥＭ(,b)に対して
｡『(、,Tb)＜－ｃである。
(2)ＯｅＭＵｂ)ならば任意のｎＥＭ(肋)にたいして①,(殉,、)二Ｏである。
証明。（１）零でない有限値乃にたいしては［１］の論法そのままでよい。そ
こで（ｉ）；MUb)＝(｡｡)の場合。このとき次の条件①，②を満たす無限列
{T,}を選べることは容易に分かる。
①Ｔ'はx(『)の零点で，'がT)を通過するときパノ)の符合は正から負へ変る。
②の(､,Z)は単調増加でかつの(,b,｡｡)へ収束する。
ここで。('b,｡｡)＞０であるから，のOb,Z)＞Ｏとしてよい。そこで別の無限列
Ｓを次のようにして作る。まずsiを，
max｡('b,O＝dOb,S,）
Ｏｺﾆﾊ
を満たすように選ぶ。この８１にたいして
maxの(、,『)＝の(、,Sl）
Ｏ≦'二ｓｏ
が成立するのは明らかである。次にの('b,Si)＜dOb,Zl)を満たすZIを取り，
それにたいしてmax①O､,Z!)＝｡('b,&)を満たす＆を取る。このときsb＞刑で
Ｏ三'二町，
ありかつ
－１７－
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ｍａｘｄＯｂ,/)＝｡(、,Sb）
０基『三sｉ
が成立する。次に｡('b,Sh)＜①(、,Z2)を満たすZ2をとり，
max①Ob,『)＝の(川,３，）
Ｏ二J≦眠
を満たすような凡を選ぶ。この操作を続けることによって得られる数列{S｝
は次の条件を満たす。
｛S}→｡｡かつ{のOb,Si)}は｡(閃,,｡｡)へ収束する単調増加数列で，すべてのノ
にたいしてｍａｘｄ('b,')＝のＯｂ,S)となる。
０コ二sｉ
さらにＳがx(')の零点であり，Ｓでx(i)の符号が正から負に変わるというこ
とも明らかである。ｄＯｂ,/)のグラフの概形は図の通りである。
「、,-ｍ
今Ｓを固定して考える。ＳＩｉ以下のＸ(Oの零点は偶数個であるから，それらを
0＜ハ＜…＜/動＝Ｓとおく。ｘ(')のグラフの概形は図の通りである。
ノ
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ＫＪ､ARROW,DLEVHARIの定理の拡張に関する更なる考察について（渡辺）
あとは［１］または［２］と同じ論法を使えばよい。その概略は次の通りで
ある。
'二……に……
‐Ｊ２ｍ－Ｉに艫…い…に｡噸ﾄ…
であるから，これより
にi…“…に……
が成立する。同様にして
広罎……い,鵬…
となる。またｄｏ､,S)=①(殉,′鋤.2),/…!＞'2卯3であるから，
聯
》
〆ＩＩＩＩＩ山 '･…'馴雌三…に eXP(－町､r)Ｘ(『)｡「
となる。これを繰り返すことにより，
I、 鱈xp(-…]`'三'卜,(-,i１，旗M)`,薑４，(帰順４１
'１１Ｗ'b）となる。よってを無限大に飛ばして｡('6,.゜)三一/,V('1,)〈－ =－ｃを得る。２
（ii）；。｡巨MUb)かつ〃(,b)－{｡｡}が空でない有限集合の場合。このときは
｡,(､,｡｡)についてのみ調べればよいことは明らかである。いま
－１９－
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,I訓か'一…(列…M…’
とおく。ＢをTbから２番目に大きいｘ(/)の零点とする。/＞、のときｐ(/)＜０
かつ〃(O→０('→｡｡)であるから（ｉ）の場合と同じ性質をもつ無限列(Z}がと
れる。Ｓｌをmax(p(/),囲二ノー、)=p(S,)を満たすようにとる。次に〃(８，)<p(Z,）
を満たすＺｌを－つ選び，max(p(！),乃二ノーZ,}=p(&)を満たすsbを選ぶ。この
ようにして選んだ無限列{S}は，（ｉ）で選んだ列{S}と同じ性質をもつ。さ
て，αを、とＴＩの間にあるＸ(【)の零点とすると，
ｌｉ艫…)馴伽薑。
であるから，
〔I……鬘伽…
となる。これより
１１…抑…い……
が成立し，したがって
lｒ r,cxp(-…)`,薑c>ｑｒｅｘｐ（－Jb/)x(！)dｌｚ
即ち，｡(励,｡｡)二一ｃとなる。（2)も同様である。ＱＥ.、、
補題４，４１，５からⅢ'('0)二1F十'(h])≦Ｏの成立することが分かる。
定理１の証明。
(1)1F(Oの連続性は補題２から直ちに従う。
(2)Ｕ(r)の単調性について；０＜ｈ＜,2にたいし，２点(｢,,Ｗ(h)),(砲,Ｗ(r2)）
を結ぶ直線の方程式を９(r)とし，｝''０)＝Ｕ(r)－９(r)とおく。ｗ(r,)＝w(庇)＝Ｏ
であるから，ｒＩ二r=たの範囲でｗ(')＜Ｏとなるｒが存在する場合にはwOb）
=min(w(r)；ｒｅ(r,,〃)}とおくとｗ/(,b)≧０となる。よってｗ卜'('b)二90b)となり，
－２０－
ＩＣＪ・ARROW,Ｄ・LEVHARIの定理の拡張に関する更なる考察について（渡辺）
補題４よりＷ(r】)ｚＵ(r2)が従う。他の場合も同様である。即ち，Ｗ(')は単
調減少である。０.ＥＤ、
注意。WOb)＝0となる、があればｎ以上のｒにたいしてはＷ(7)＝Ｏとなる。
しかもこのような場合がきわめて自然に起こり得るということも二つの例の
計算からみて容易に想像されよう。
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